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　国際的な学力調査などでも用いられる項目反応理論（IRT）モデルは，潜在特性値の推定や精度の
良い対応づけが実行可能な点で有用である。しかし，IRT 尺度得点は単位と原点が不定であり，専
門家以外のテスト利用者にとっては非常に理解しにくいというデメリットも抱えている。
　日本のテスト文化的な観点からも，テスト得点は尺度得点ではなく正答数得点である事がテスト
利用者には受け入れやすい。そこで，本研究では Lord and Wingersky（1984）が提案した手法によ
り，IRT 復元得点分布（observed score distribution）を生成し，IRT 真値により生成された得点分
布との復元精度の比較をおこなった。実データとシミュレーションデータによる分析の結果，IRT
復元得点分布は IRT 真値による得点分布生成方法に比べて復元精度が高いことが確認できた。
キーワード：項目反応理論，復元得点分布，再帰公式，等化
はじめに
　IRT（Item Response Theory；項目反応理論）は受検者の項目への反応確率を，受検者の潜在特
性と項目についてのパラメタを持つモデルで表現する理論体系である。IRT モデルは従来の CTT
（Classical Test Theory; 古典的テスト理論）モデルにおける欠点の多くを克服し，かつ柔軟な学力
測定を可能にする技術・理論の体系である。IRT は学力テストから心理尺度構成まで幅広い場面で
利用されており，特に PISA や TIMSS，TOEFL といった学力測定の場面で広く利用される。
　IRT を学力テストデータの分析に用いる主なメリットとして，⑴モデル上で受検者の特性と項目
の特性を分離して定義するため，測定結果の標本依存性と項目依存性を克服することができ，⑵情
報関数により項目単位で測定精度を確認することができ，⑶項目ごとの難しさなどを考慮した受検
者の潜在特性値を推定することが可能であり，⑷テスト得点の精度の良い対応づけ（linking）が可能
なこと，などが挙げられる。一方，IRT における受検者のテスト得点とその分布は連続量の潜在変
数の推定値として与えられ，さらに間隔尺度水準にあるため尺度の単位と原点を分析者の任意に設
定できるという特徴もある。この尺度は得点の幅が等間隔であるという利点もあるが，一方でテス
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トユーザーにとって解釈のしにくい得点になりがちであるという欠点も抱えている。
　ところで，日本的なテスト文化（Arai & Mayekawa, 2005；柴山，2008）においては，試験問題は公
開され，試験結果は素点で通知されることが一般的である。たとえば2013年度から始まった文部科
学省の全国学力・学習状況調査における経年変化分析調査では IRT モデルによる等化とスコアリ
ングがおこなわれているものの，国立教育政策研究所（2017）による報告書として公開されている
データは正答率の変化などの CTT の範疇の情報にとどまっている。実際，IRT の項目パラメタは
その得点単体では解釈が困難であり，多くの付随情報（たとえば，尺度の単位と原点やパラメタの
推定方法，反復計算の収束基準など）を踏まえた上で解釈する必要があるが，当然そのような情報は
専門家でなくては理解することが難しい。そのため，テストの分析者や開発者がテストの利用者に
対して返すべき情報は，比較的シンプルで，専門知識があまりなくとも理解できる情報でなくては
ならない。
　本研究では，この IRT スコアの解釈困難性の問題を解消する方法として recursion formula（Lord 
& Wingersky, 1984）を計算アルゴリズムとする IRT observed score によって IRT 尺度得点の分布
を正答数得点の分布に変換する方法（Kolen & Brennan, 2014）を提案する。この分布を復元得点分
布と呼称する。本稿の構成は，まず IRT のモデルと推定方法について概観し，次に IRT observed 
score の数理的説明をおこない，最後に実データとシミュレーションデータに基づき復元得点分布
を産出し，ほか得点との比較をおこなう，というものである。
1．IRT
　ここでは基本的な IRT モデルのひとつである2PLM（2-Parameter Logistic Model）と3PLM
（3-Parameter Logistic Model）について説明し，パラメタの推定方法，尺度得点の対応づけの理論に
ついて概観する。
1.1 IRT モデル
　Lord（1952）の当初の IRT モデルは正規累積モデル（normal ogive model）が与えられていたが，
後に数理的により扱いやすいロジスティック関数を利用したロジスティック IRT モデルが提案さ
れた（Birnbaum, 1968）。計算上の利点から，現在ではロジスティック関数を用いるモデルを利用す
ることが一般的である。
　受検者 i が項目 j に反応する確率をロジスティック関数によって定義する。ロジスティック関数
は0から1の範囲の値を返すため，これを反応確率とみなすことができる。関数のパラメタとして
受検者の能力パラメタθi と項目の識別力パラメタ aj，困難度パラメタ bj を用いると，2PLM は，
⑴
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と表すことができる。ただし，この式では尺度定数を省略している。
　さらにこの反応確率を用いて受検者 i が項目 j に uij と反応する確率は，
とも表現できる。以後，簡単のため u=1の反応確率を Pij，u=0の反応確率を Qij と表記する。項目
パラメタを所与としたときに得られるロジスティック曲線を，ICC（Item Characteristic Curve; 
項目特性曲線），あるいは IRF（Item Response Function; 項目反応関数）などと呼ぶ。
　2PLM の場合識別力パラメタはθ＝0.5におけるロジスティック曲線の接線の傾きの大きさを示
し，困難度は反応確率が0.5になる位置のθの値に等しい。一般に困難度の低い項目は，低い特性値
の受検者でも正答確率が大きくなるため，易しい項目とみなされる。また識別力の高い項目は困難
度付近での正答確率の変化率が大きくなるため，その問題に正答できる受検者とそうでない受検者
をはっきりと弁別できる項目であると言える。
　他の代表的な IRT モデルとしては，2PLM の識別力パラメタを全項目で1に固定した1PLM や，
受検者の当て推量に関するパラメタ cj を加えた3PLM，
 ⑶
などがある。これに上方漸近線のパラメタを加えた4PLM や，曲線の非対称に関するパラメタを加
えた5PLM などもあるが，実際のテストでは1 ～ 3PLM が使われることがほとんどである。使用す
るテストの形式（多肢選択式か記述式かなど）によってふさわしいモデルは異なるため，モデルの選
 ⑵
図1　2PLMICC の例
年報07柴山氏ほか1C_三[93-114].indd   93 令和1/06/13   18:29:20
―　　―94
IRT observed score と IRT true score による復元分布の精度比較
択も重要である。
1.2 パラメタの推定
　これまでに説明した能力パラメタや項目パラメタは受検者の項目反応データに基づいた尤度によ
り推定される。項目反応パタンが所与として与えられる尤度関数は，項目パラメタベクトルを a，b，
能力パラメタベクトルをθ，項目反応データを u とおくと，
⑷
表される。このような得られたデータから推定されるモデルの持つパラメタの尤もらしさ（尤度，
likelihood）についての関数を尤度関数といい，これを最大化するような推定値を最尤推定値，この
尤度に基づく推定方法を最尤推定法と呼ぶ。この IRT モデルの尤度関数の最大化問題は解析的に
解くことができないため，関数の二階偏微分を利用したニュートン・ラフソン法などの反復計算に
よって解く必要がある。なお微積分の扱いやすさや数値計算の際のアンダーフローを防ぐ目的から，
実際の計算では対数をとった対数尤度関数，
 ⑸
を最大化するようにパラメタを推定する。
　一般的な IRT のパラメタ推定アルゴリズムは項目パラメタ推定と能力パラメタ推定の2段階に
分けられる。理論的には両者を同時に推定可能だが，項目パラメタの推定結果に基づいて項目を取
捨選択するケースが多く，別々に推定されることが多い。項目パラメタの推定方法で主流の方法は
Dempster, Laird, & Rubin（1970）の EM アルゴリズムを用いた周辺最尤推定法（Bock & Aitkin, 
1981）である。そこで推定された項目パラメタを用いて能力パラメタを推定する際は最尤推定法の
他に，事前分布と尤度関数，周辺確率によって定式化される事後分布の代表値（平均値や最頻値）を
計算するベイズ推定法がよく用いられる。
　ベイズ推定はデータから得られた尤度関数に，パラメタに関する先行研究の知見などを事前分布
として反映させ，データが得られた後のモデルのパラメタについての事後分布に関する推論をおこ
なう方法である。パラメタのベイズ推定法については近年，階層的あるいは複雑なモデルを利用し
たい場合などにおいて，事後分布からの乱数生成や確率分布の因子分解によるパラメタの近似推論
（マルコフ連鎖モンテカルロ法，変分推論など）が注目されている。詳細なパラメタ推定法について
の議論は Baker & Kim（2004）や豊田（2005）などを，ベイジアン IRT モデリングについては Fox
（2010）を参照されたい。
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1.3 対応づけ
　テスト得点はそれ単体で使用されるだけでなく，複数のテスト得点同士が比較をされることも多
い。例えば，年度ごとに特定の学年や年齢における学力分布を比較したり，同じ受検者における実
験の事前と事後の潜在的な変化を測定したりするために，テスト得点は比較される。当然，比較を
おこなうためには共通の尺度がなくてはならない。何らかの事情により比較したい異なる集団や，
事前と事後において，全く同じテスト項目が使用できない場合，テスト得点の対応づけ（linking）が
おこなわれる。テスト得点の対応づけが必要とされるケースとしては，テストを実施した後から得
点を比較したい場合（斉田，2014）や学力を比較したい集団の能力水準が一定以上離れているとみな
される場合（芝・野口・柴山，1986；Briggs, 2013）などが考えられる。
　対応づけとは異なる複数のテスト間の得点を比較するために共通尺度を構成する手法である。
Kolen & Brennan（2014）によれば対応づけは比較したいテストの測定する構成概念や内容，難易
度が類似している場合の得点比較の手法であり，柴山他（2018）はテストの等化（equating）の条件を
緩めた上でのテスト得点の比較であると定義している。しかし，分析の方法論的にはどちらの手法
も大きな差はなく，対応づけや等化に関する語句の定義については未だに議論の余地がある。本稿
では表記の揺れによる混乱を避けるため，引用する文献で用いられている場合と専門用語として確
立している場合を除き，すべて対応づけの語句を使用する。
　素点ベースの対応づけ手法として平均と標準偏差を揃える線形等化法や，パーセンタイル順位を
揃える等パーセンタイル等化法が存在するが，項目の標本依存性（受検者集団の能力水準の違いが
項目の難しさなどに影響する）や項目依存性（項目サンプルの難しさなどの違いが素点に影響する）
を考慮しないまま対応づけをおこなうことになり，その分対応づけの精度は低下する恐れがある。
　冒頭の IRT を用いるメリット ⑷ の議論の続きになるが，IRT モデルに基づく対応づけは，モデ
ルがデータにフィットしており，対応づけのためのいくつかの条件（テストの難易度や構成概念の
等質性など）を満たしていれば，素点に基づくそれよりも精度が良い。なぜならモデル上で受検者
の潜在特性値とは分離された項目パラメタのみを扱って対応づけができるからである。IRT モデ
ルのパラメタは間隔尺度水準にあるため尺度が不定（invariance）である。尺度が不定であると言う
ことはパラメタに線型変換を施したとしても関数値（この場合は反応確率）は不変である事を意味
する。この性質を利用すれば，異なるテスト間の共通情報（共通受検者や共通項目）を用いて，一方
の尺度を他方の尺度へ線型変換するための切片と傾きを推定できる。すなわち IRT のもつ項目と
受検者の能力の情報を分離したまま，対応づけをおこなうことが可能である。具体的な等化・対応
づけのための理論やその条件については Kolen & Brennan（2014）や加藤・山田・川端（2014）を参
照されたい。
　
2．IRT observed score distribution
　IRT scale score や IRT true score との比較を含めながら，IRT observed score の導出方法につ
いて説明する。
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2.1 IRT scale score
　IRT によって推定される受検者の能力に関するスコアは大きく3種類に大別できる。ひとつはモ
デルのパラメタθをそのまま，あるいは線形変換して，それを個人のスコアとして報告する方法で
ある。この方法は比較的シンプルで，PISA や TIMSS といった国際学力調査や TOEFL などの検
定試験のスコアとしても用いられている。例えば TIMSS のスコアは平均500，標準偏差が100にな
るように線形変換されている。一般的な項目パラメタ推定プログラムでは集団の学力を平均0，標
準偏差1に固定することで尺度の原点と単位を定めているため，平均的な集団であればほとんどの
受検者が－3から3の間のスコアを付与される。必ずしも線形変換をおこなう必要はないが，たと
え計算上はこれで良くとも，－3点というスコア自体が ” 負 ” のイメージを受検者に与えかねず，さ
らには小数点以下の数値が多く解釈しにくいため，実用上線形変換を必要とすることがほとんどで
ある。さらにθの値は理論上－∞から∞の値をとるため便宜上の最小値と最大値を決めておく必要
もある。
　パラメタθを尺度変換したスコア（尺度得点）を報告することには大きくふたつの問題点が指摘
できる。まず，尺度得点数値最適化手法によって計算されるため，受検者にとってはなぜこのよう
な得点になったのかが分かりにくく，馴染みにくいという点である。たとえ IRT により精度の良
いテスト得点が計算できたとしても，それを利用する側の人間にとって使い勝手が悪くては意味が
ない。次に，特異な項目反応パタンに影響を大きく受ける点である。2PLM の場合，最尤推定値に
大きく影響する要素のひとつは項目識別力であり，極端に識別力の高い項目ばかりに正答した受検
者の能力値は非常に大きく推定され，外れ値のようにみなされる恐れがある。
2.2 IRT true score
　この問題を解決するために IRT true score が利用できる。これはいわゆる期待テスト得点
（expected test score）であり，
 ⑹
として計算される。つまり個人の全項目の正答確率の総和をとるものであり，非常に単純な計算の
みで IRT true score は計算できる。なお理論上2PLM の IRT true score は，
の範囲の実数をとる。この方法であれば正答数得点の尺度に変換されるため解釈の問題は解消され，
どんなに識別力の高い項目があっても一問あたりのスコアの最大値は1に制限されるため，外れ値
の問題も考慮できる。ただし3PLM の下限値は全項目の当て推量パラメタの総和に一致する。
 ⑺
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　尺度得点と IRT true score はどちらも受検者個人の得点に注目したスコアであった。PISA や
TIMSS といった国際学力調査をはじめとする，個人スコアではなく集団スコアに注目する学力テ
ストにおいて，IRT true score によって集団スコアを計算すると，正答数得点の満点のすこし手前
で頭打ちが生じる。これは一般的な学力テストにおいて，理論上の IRT true score 最大値が項目数
であっても，推定された項目パラメタの組み合わせによっては，正答確率がすべての項目でほぼ1
という受検者はごくわずかになる事に起因する。 したがって実際の素点のヒストグラムに比べて，
IRT true score のヒストグラムは正にゆがんだ分布になることが予想される。
2.3 IRT observed score
　そこで，すべての取り得る項目反応パタンの確率を考慮し，θを周辺化（marginalization）するこ
とで分布を推定する IRT observed score を利用する方法が用いられる。この方法では受検者の個
人スコアは考慮せず，まずは受検者ごとの全項目反応パタン（2n 通り）の反応確率を計算し，それを
受検者についての総和をとって集団の学力分布を把握する。IRT observed score の計算アルゴリ
ズムとして Lord & Wingersky（1984）の recursion formula（再帰公式）が用いられる。
　この再帰公式の考え方では，まずテスト項目を任意の順番に配列し，1項目から r 項目へと順番
に計算をしていく。ここでは，はじめに反応確率 Pir と Qir によって具体例を説明し，その後関数
fr（x│θi）を使用した一般形を導出する。ここでは前節で導入した正答確率と誤答確率を使用して
いるが，項目数に関するサブスクリプトは j ではなく r となっていることに注意されたい。
　項目数が x=1の場合は，正答か誤答かの2通りしかないため，
という2通りだけを考えればよい。ただし，f1（x│θi）とは能力値θi の受検者が項目数1の場合にテ
スト得点 x となる確率を出力する関数である。項目数が2の場合を計算するときは，｛0，0｝，｛1，0｝，
｛0，1｝，｛1，1｝という4通りが考えられるので，
 ⑼
となる。得点パタンは4通りだが，正答数得点では0点，1点，2点の3通りしかない。項目数が3以
上になると，式はやや複雑になる。反応パタンは23=8通りで，正答数得点は0点から3点までの4通
りである。簡単のため添え字を省略した形で表現すると，
 ⑽
 ⑻
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となり，項目数が2までのときよりも計算数が増加していることが分かる。このような計算を，何
の工夫もなしに愚直に計算しようとすると，2n の計算をおこなう必要があり，計算コストが高くな
る。
　この問題を避け，効率的に計算を実行する仕組みが再帰公式である。例えば項目数が3の場合，
各反応確率の積の項に注目すると，最後の1文字を除いた反応確率の計算（PQQ で言うなら PQ の
部分）は，項目数が2の場合に既に計算したもの（Pi1 Qi2）に等しいことが分かる。つまり項目数が r
の場合の fr（x│θi）は，同じく項目数が r-1の場合の fr-1（x│θi）という関数を内包していることになる。
このようにある関数の定義にその関数自体を含むものを再帰的と呼ぶ。この考え方に沿って一般化
を目指すと，項目数 r のテストにおける任意の受検者θi が取りうる正答数得点の確率分布は，正答
数得点を x とおいて，
 ⑾
と表すことができる。これが Lord & Wingersky（1984）による recursion formula の一般式である。
　このアルゴリズムによって求まるものは受検者 i の取りうる全項目反応パタンの確率である。確
率であるからにはその和は1になることが約束されているため，この確率を全受検者について求め
ることで受検者集団の度数分布を推定することが可能である。この操作を周辺化（marginalization）
と呼ぶ。なお，丸め誤差等の数値計算上の誤差を除けば，これによって求まる各得点の度数の総和
は受検者の総和に等しくなる。また，周辺化により求められた周辺度数を受検者数 n で割れば，
 ⑿
受検者集団の得点の経験的な周辺分布（empirical marginal distribution）を得ることができる。この
分布を IRT observed score distribution と呼び，受検者の取り得る項目反応パタンを網羅した上で
能力分布を推定する過程を考慮して，復元得点分布という意訳を本稿では用いる。この訳は第60回
教育心理学会総会にて報告済み（板宮・澁谷・柴山 , 2018）であり，柴山他（2018）の報告でも用られ
ている。
3．IRT score equating
　IRT に基づいて対応づけを実行すれば，異なる2つのテスト X と Y の項目パラメタδX とδY を
共通尺度上に位置づけることが可能である。共通項目デザイン（common item design）の場合，異
なる受検者集団に関する情報をモデル上で比較することができるようになるため，対応づけ後の項
目パラメタを用いて能力パラメタを推定すれば，その平均や標準偏差などを比較することができる。
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この比較は素点における標準得点を比較することよりも，項目依存性のない尺度得点を比較してい
るため，より適切な分析である。ここでは等化後のテスト X と Y のパラメタを用いて得点を比較
するための手法について述べる。対応づけ得点の算出には，単純に尺度得点を比較することの他に，
IRT true score を比較する方法と，本研究で焦点を当てる IRT observed score を比較する方法の2
種類がある。本研究が参考とした資料ではいずれの方法も専門用語として equating の語句を用い
ているため，ここでもそれに従い等化という表現を用いる。
3.1 IRT true score equating
　IRT true score を利用する等化手法は，等しいθから計算された異なるテストの期待テスト得点
等化得点であるとする方法である。テスト X の真値をτX，テスト Y の真値をτY とおく。この真
値は能力パラメタθの関数として定義されているが，その逆関数τX
-1 も定義することができる。こ
の逆関数の計算は，任意の真値の値と計算された IRT true score の差が0となるようなθを求める
事に等しい。数式では，
 ⒀
と表現できる。この式の左辺はθの関数であるが，第二項は期待テスト得点であるため単調増加の
関数でありτが0より大きく n より小さい範囲の任意の実数をとるという条件を課せば，下に凸の
関数であることが分かる。したがってθによる一階偏微分を用いたニュートン・ラフソン法により，
この問題は数回の反復で容易に解ける。ただし，式⑸で示したように第二項は必ず0より大きく，
項目数よりも小さい値をとる。そのためτが0と n の場合には計算不能であるので，異なるテスト
得点の最大値と最小値は等しいという仮定をおくことになる。具体的な式の展開や方法は Lord
（1980）や Kolen & Brennan（2014, pp.192-194）を参照されたい。
　いま，δX により推定されたθx を用いてτX が得られているとする。等化の目的はテスト Y に
おいて同じθの値ならばどのくらいの真値であるのかを知ることなので，
を計算すれば良いことが分かる。これによりテスト X の真値τX に等しいテスト Y の真値τY を
知ることができた。なお，真値と言っても推定値や等化時の誤差などを含む推定値に過ぎず，本当
の意味での真値は観測不可能である。実際の応用ではこの真値を観測値であるかのように扱い，得
点の対応表を作成することになるが，この得点は当然小数点以下にもなり得る。また，このような
真値の扱いに関しては理論的な根拠はないとも指摘されており（Lord & Wingersky, 1984），等化得
点の解釈には注意が必要である。
 ⒁
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3.2 IRT observed score equating
　IRT observed score は単に分布を復元するだけでなく，テスト得点の等化のにおいても有効であ
る。例えば，異なるテスト X と Y のテスト得点を対応づけする場合，モデルがフィットしてれば
IRT observed score equating の結果は素点の等パーセンタイル等化（equipercentile equating）の結
果に等しい。
　いま，テスト X の素点 X とテスト Y の素点 y を等化したいとする。そのためには IRT observed 
score，
を計算し，その結果を素点 x と等パーセンタイル等化法によって対応づけする。つまり，IRT 
observed score equating とは，モデルに基づく復元得点分布を等パーセンタイル等化する方法であ
る。
　Kolen & Brennan（2014, p.201）は IRT true score と比較するような形で IRT observed score の
利点を説明している。IRT true score は計算が容易であり，能力の分布に依存しないが，モデルに
よっては等化に支障をきたすことが指摘されている。一方で IRT observed score は素点を等化し
たい場合に有効であり，理論上は異なるテスト得点の分布を完全に一致させることができるが，再
帰公式や等パーセンタイル等化などの複数の手法を組み合わせて計算するため，方法がやや複雑で
あるとされる。しかし計算の問題も母集団の推定事後分布が計算できれば解決される。
　Lord & Wingersky（1984）はおおよそこの2つの方法は似たような等化の結果となると述べてい
るが，その後の Han, Kolen & Pohlman（1997）は2つの手法はいくらか異なる結果を返すと述べて
いる。Han et al.（1997）によれば，IRT observed score による等化後の分布は素点の分布よりも，
なめらかで，大きな標準偏差を持つ分布になっているが，等化の結果自体は IRT true score に基づ
く方法の方がわずかに安定している。
4．実験
　最後に実際のテストデータとシミュレーションデータを用いた復元得点分布の性能実験結果を示
す。実験1では復元得点分布の使用例を示すために，実データを利用して異なる2つのテストを共
通尺度化し，復元得点分布を産出，比較する。実験2では復元得点分布の分布復元性能を確認する
ために，複数の項目パラメタの条件下における，素点分布および IRT true score distribution との
比較をおこなう。今回の実験の分析はプログラミング言語 R を用いて，著者らが書き下ろした関数
を使用している。使用している関数の一部のソースコードは柴山ら（2018）の報告書において全て
公開されているため，実験手続きを確認することも，検証することも可能である。ただし実験1の
学力調査の実データは公開されていない。
 ⒂
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4.1 実験1　新潟県学力調査における学力分布の年度間比較
4.1.1 使用データ
　使用するデータは2004年度，2006年度，2010年度と実施された新潟県学力調査の算数のデータで
ある。データ収集デザインはアンカーテストによる共通項目法である。この学力調査ははじめの2
回は共通項目が存在せず独立している。しかしその後の2010年度のテストでは，2004年度と2006
年度のテストの項目をそのまま使用した冊子（2冊子）と，両年度の項目をおよそ半分ずつ使用して
作成された並行テスト（2冊子）を，ランダムに割り振られた4つの等質な集団が受検しているため，
全3回の調査における受検者すべてのデータを共通尺度上で比較できる。
4.1.2 方法
　分析はすべてプログラミング言語 R（R Core Team, 2018）のバージョン3.5.1を使用しておこなっ
た。項目パラメタの推定に関しては，EM アルゴリズムを用いる周辺最尤推定法の計算アルゴリズ
ムを C++ で記述し，それを R 上で動作させるために Rcpp パッケージを用いてコンパイラした。
IRT true score と IRT observed score の産出アルゴリズム，等パーセンタイル等化法の計算アル
ゴリズムは柴山他（2018）が公開しているアルゴリズムをベースに関数化したものを使用している。
IRT true score equating の計算アルゴリズムは Kolen & Brennan（2014）を参考に，新たに書き下
ろした関数を使用している。
4.1.3 項目パラメタのチェック
　はじめに，項目通過率，点双列相関係数を確認し，極端な項目がないことを確認し，全50項目を
分析対象とすることとした。EM アルゴリズムを用いた周辺最尤推定法により項目パラメタを推定
した。周辺化の際のθの事前分布としては N（0,1）を採用し，区分求積の範囲は－4から4とした。
収束基準は－2×周辺対数尤度の変化率が1e-10を下回ることとし，141回の EM サイクルで収束条
件に達したことを確認した。
　項目パラメタの推定結果と推定の標準誤差を表1に示す。ただし，尺度定数は1.702としている。
識別力の推定値は安定しており，推定の標準誤差はすべての項目で0.06以下になっており，特に高
い項目も存在しないことから，推定結果に問題はないと判断した。全項目のテスト特性曲線と項目
情報曲線は図2に示すとおりである。
　つぎに，分割したテストがほぼ等質になっているかどうかを確認するために，分冊ごとのテスト
情報量をプロットした（図3）。test1から順に ,2004年度冊子，2006年度冊子，両年度項目混合冊子1，
2となっている。test1のテスト情報量がやや低くなっているものの，ピークはすべての冊子で－2
から－1の間にきており， 4つのテスト冊子すべてはほぼ等質であると言える。
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表1　推定された項目パラメタとその標準誤差
図2　項目特性曲線と項目情報量
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4.1.4復元得点分布
　復元得点分布に基づいて，直接は共通項目を持たない2004年度と2006年度テストの結果から学
力分布の比較をおこなう。ただし，項目パラメタは50項目すべてを使用し，受検者能力分布には
EAP 推定値を用いることとする。EAP 推定時の事前分布は N（0,1）である。産出された復元得点
分布の比較を図3に示す。
　この図が示す分布は，仮に H16年度と H18年度の受検者が両年度のテスト項目すべてに回答した
場合に得られるであろう素点の累積相対度数分布である。IRT モデルと復元得点分布を用いれば，
共通尺度上においた項目と能力分布を，モデルを介して，比較することができる。
図3　分冊ごとのテスト情報量
図4　復元得点分布の図
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　最後に，IRT true score distribution と IRT 復元得点分布の違いを，このデータを用いて説明す
る（図5）。比較するのは，IRT true score equating により産出した2004年度の素点に対しての
2006年度のスコアと，IRT observed score を等パーセンタイル等化することで産出した2004年度
のスコアに対しての2006年度のスコアである。
　ふたつの分布は0点から10点付近と15点から20点付近でわずかなずれが見られるものの，ほぼ
一致している。これは，テストデータが比較的よくモデルに適合しており，推定も安定しているこ
とに起因していると考えられる。IRT true score のグラフは0点と25点（満点）が対応しており一
見整然性のあるグラフに見えるが，これはあくまでも等化する際の仮定によるものであり，現実の
データを反映している訳ではないことには注意が必要である。
図5　IRT true score equating と IRT observed score equating の結果比較
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4.2 実験2：シミュレーションデータによる，IRT 復元得点分布の復元精度の分析
　IRT observed score と IRT true score はどちらも同一のデータから得られる指標である。しか
し先行研究での指摘や理論的観点から，2つの得点は必ずしも同じ結果を示すとは限らないことが
分かっている。また，実際の計算で用いられるパラメタの推定値δ̂には誤差が含まれるため，分布
の形状は実際の素点の分布とはわずかに乖離した形状になることが予想される。実験2では2つの
得点がどのようなパラメタの条件下でどのように素点の分布との差が生じるのかを明らかにする。
4.2.1 シミュレーション条件
　⑴困難度，⑵識別力，⑶受検者数を変化させて分析をおこなう。能力分布と項目パラメタはすべ
て任意の確率分布からの乱数により得た。受検者集団の分布は標準正規分布とし，困難度は正規分
布，識別力は対数正規分布を用いた。項目パラメタには両方とも H（高群），M（中群），L（低群）
の3つの条件を用意した。各条件の分布のハイパーパラメタは以下の通りである。
　受検者数は100，500，1000，5000，10000の5つの条件を用意した。受検者数を変化させた場合の
条件では項目パラメタを固定するために，項目パラメタを変化させた条件で発生させたパラメタベ
クトルをそのまま用いた。項目パラメタの条件は困難度を L に，識別力を M とした。
　乱数発生によって得られた各パラメタベクトルをもとに項目反応データを生成した。項目反応
データの生成方法は，区間［0,1］の一様乱数を1つ発生させ，モデルによって計算された正答確率が，
その値を上回ったら1，下回ったら0を返すという，単純な棄却法である。
4.2.2 方法
　実験1と同様の推定方法を用いて項目パラメタを推定した。比較するスコアは全部で5つである。
正答数得点の和である素点，真値（δ）および推定値（δ̂）によって計算した IRT true score と IRT 
observed score である。
4.2.3 結果と考察
　以下に実験結果の累積離散分布関数のグラフを示す。凡例は得点の種類を表しており，raw は素
点である。それ以外の得点は，アンダーバーの右側が得点産出方法を示し，true は IRT true score 
distribution で，obs は IRT 復元得点分布である。アンダーバーの左側は項目パラメタの種類であり，
表2　シミュレーションに使用した分布のハイパーパラメタ
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true は真値を，est は推定値を用いて推定した分布であることを表現している。
　全体として，一番大きく素点の分布から形状がずれているのは推定値δ̂で計算した IRT true 
score distribution であり，その次にずれが大きかった分布は真値δで推定した IRT true score 
distribution であった。IRT observed score の場合は，推定値で産出した IRT 復元得点分布は素点
の分布をよく復元できているものの，分布の端の方でわずかにズレが生じている。真値で推定した
IRT 復元得点分布はすべての条件においてほぼ完全に素点の分布と一致している。また，推定値δ̂
で計算した IRT true score distribution は累積分布関数の傾きがやや急になっており，分布は負に
歪んでいる事がわかる。逆に，IRT 復元得点分布は累積分布関数の傾きがわずかに緩やかで，正に
歪んでいる。
　識別力を変化させた場合，特に高い識別力の条件において，推定値δ̂で推定した IRT true score 
distribution は起伏の激しい累積分布関数となっている。識別力が低い条件では，IRT true score 
distribution と IRT 復元得点分布のどちらとも素点の分布からすこし歪んだ分布関数となっている。
　困難度を変化させた場合では，大きな変化は特に見られなかった。
　受検者人数を変化させた条件では，人数が増加するにつれて IRT 復元得点分布は素点の分布に
近づいていくが，IRT true score distribution は増加しても満点付近での乖離が見られるままだっ
た。
　結論として，項目パラメタと受検者の条件を変化させて比較をおこなった結果，大きく次の3つ
のことが分かった。まず，全体的に素点の分布に形状が近いのはほぼすべての条件において IRT 
observed score distribution であった。次に，IRT true score は識別力の影響を受けやすく，元の
素点の分布の復元精度という観点では IRT 復元得点分布の方が優れた手法である。最後に，IRT 
復元得点分布は真値で推定する場合ほぼ完全に素点の分布を比較でき，推定値の場合も比較的良好
な精度であった。
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5．今後の課題
　本研究では IRT 復元得点分布の復元精度が IRT true score distribution のものに比べていくつ
かの条件で良い結果を示すことを明らかにすることができた。今回は，復元得点分布の産出の際に
用いるθには EAP 推定値を用いたが，他の推定値で産出した場合には結果が変わる可能性がある。
特に統計的な性質を考慮すれば EM アルゴリズムによって推定した母集団分布を利用する方法（前
川，1991）の方が EAP 推定値の分散過小評価の問題に対処でき，望ましい。ただし推定の際の EM
アルゴリズムの E ステップに用いる事前分布の選択によっても結果は異なるだろう。
　また，実験2では性能の差を視覚的に確認することが目的であったため，一組の乱数でしか性能
比較をおこなっていない。しかし，定量的な精度を比較するためには，50～100組の乱数列を生成し，
累積分布のパーセンタイルにおいて素点との二乗誤差を全得点で平均するなどして評価する方法が
考えられる。
おわりに
　IRT は20世紀の中頃に Lord によって体系化され，発展したテスト理論である。わが国での普及
は海外に比べると遅かったと言われるが，今や大学における語学の試験や就職の際の適性試験など
にも広く使われるようになっている。特に学力や語学テストに注目して考えると，2016年から英検
がIRTのスコアを報告するようになり，多くの日本人がTOEFLなどのIRTによる検定試験を受け，
そのスコアを活用していることからも，冒頭で述べた日本的なテスト文化も変わりつつあるのかも
しれない。
　それでもなお，学校教育現場を対象とするテストではテストユーザーは教師や児童生徒を想定し
ているため，素点や，わかりやすく直感的に理解できる学力分布は必要とされるだろう。わが国で
実施される多くのテストが，国際的なスタンダードに合わせて IRT モデルよって分析されるよう
になるとすれば，本稿で示した復元得点分布の活用は必須である。
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 IRT （Item Response Theory） model is used in some international student assessments and 
this model has advantages in estimating latent ability and accurate linking. However, it has a 
disadvantage that it is difficult for test users other than experts to understand due to its scale is 
invariant. Moreover, it is strongly sensitive to the outlier in discriminating parameter.
 From the point of view of the test culture in Japan, it is desirable that the test score is not a 
scale score but a score based on the number of correct response. This study aims to introduce 
how to calculate IRT observed score distribution, which is IRT score based on the estimated 
item parameter, and compare which of IRT observed score and IRT true score is better in the 
performance of reproduction raw score distribution.  Real data and simulation study showed that 
IRT observed score distribution is more accuracy in the reproduction performance.
Some key words：IRT; observed score; recursion formula; equating
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